Roéwnania rézniczkowe

Definicja 1 (Réwnania rézniczkowego)

Réwnaniem rozniczkowym nazywamy réwnanie wyrazajace zwiazki miedzy funkcja i jej
pochodnymi.

Dla przyktady, jesli x jest funkcja zmiennej ¢, to & + 8% + 7x = 0 jest rownaniem roznicz-
kowym.

Uwaga dotyczaca notacji

d
Pochodna funkcji z(t) bedziemy oznaczaé & lub a

Jezeli f jest funkcja z, tzn. y = f(z), to réwnowaznie mozemy uzywaé oznaczen dla po-
chodnej funkcji F:
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(lub y", - dla pochodnej drugiego rzedu).

Jezeli funkcja w réwnaniu rézniczkowym jest funkcja jednej zmiennej, to takie rownanie
nazywamy rownaniem rozniczkowym zwyczajnym.

Rzedem rownania rézniczkowego nazywamy rzad najwyzszej pochodnej wystepujacej w
roOwnaniu.

d —x d?

Na przyktad réwnanie d—y = — jest rzedu pierwszego a réwnanie dTg?/ = at jest rzedu
Z )

drugiego.

Rozwiagzanie réwnania rézniczkowego
Rozwigza¢ rownanie rozniczkowe oznacza znalezé funkcje, ktoéra spelnia to réwnanie.

Dla wielu rownan rézniczkowych znalezienie rozwigzania moze nie by¢ tatwe. Latwe jest
jednak zawsze sprawdzenie czy konkretna funkcja jest rozwigzaniem réwnania roézniczko-
wego.

Przyktad 1

Sprawdzié¢, czy y(t) = €* jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego 3 = 3y
Rozwiazanie

Podstawiamy funkcje y(t) i jej pochodna do réwnania i otrzymujemy:

€3t

pochodna y(t) = 3 funkcja y(t) = e

Zatem 3% = 3¢
Poniewaz lewa strona réwnania réwna sie stronie prawej, to funkcja y(t) = e3t jest roz-
wigzaniem réwnania.

Przyktad 2

Pokazaé, ze funkcja y(t) = ¢ nie jest rozwiazaniem réwnania rézniczkowego 3 = %
Rozwigzanie

Obliczamy pochodna funkcji v i otrzymujemy 3t%.

B,

Prawa strona jest zatem rowna P t* za$ lewa strona jest réwna 3t2.

Wiec funkcja y(t) = ¢ nie jest rozwiazaniem réwnania ¢ = %



Parametryzacja zbioru rozwigzan réwnania roézniczkowego
Roéwnanie rézniczkowe zwykle majg wiecej niz jedno rozwigzanie. Mozna zbiér wszystkich
rozwigzan opisa¢ uzywajac parametrow.

Przyktad 3 Znalezé rozwigzania (wszystkie) rownania rézniczkowego: & = 2t

Catkujac obustronnie pierwszy raz otrzymamy:
2

t
:t:2§+6’1:t2+01

Catkujac obustronnie drugi raz otrzymamy:
3

t
z(t) = 3 +Cy-t+ Oy (1) to jest rozwigzanie ogdlne
gdzie: C i C5 sa dowolnymi stalymi rzeczywistymi.

Réwnanie (1) jest ”parametrycznym opisem” zbioru wszystkich rozwiazan réwnania & =
2t.

State (' i C5 sg nazywane parametrami.
Kazdy wyboér konkretnych wartosci dla Cy i Cy daje pojedyncze rozwiazanie (tzw. roz-

wiazanie szczegdtowe)
3 3

t
Dla przykladu: z(t) = 3T 2t + 1 oraz z(t) = 3t 7t + e sa réznymi rozwigzaniami

szczegOtowymi réwnania & = 2t

Problem warunkow poczatkowych

Czasem dane jest réwnanie rozniczkowe i dane sg warunki poczatkowe. W takiej sytuacji
mowimy, ze mamy do czynienia z problemem z warunkami poczatkowymi.

Warunki poczatkowe moga narzuca¢ wartos¢ funkeji szukanej dla ustalonego punktu, lub
warto$¢ pochodnej funkcji szukanej dla ustalonego punktu.

Przyktad 4 Rozwigzaé¢ problem z warunkami poczatkowymi:
¥ =2t z warunkami z(1) = 1 oraz &(1) = 2.

Rozwiazanie

W poprzednim przyktadzie znalezliSmy rozwigzanie ogélne tego rownania jako:

2(t) =L+ Oy -t + Oy

Wykorzystamy warunki poczatkowe do okreslenia wartosci statych liczbowych Cy i Cs.

i(t) = t* + Cy zatem (1) =1+ C; = 2 skad C; = 1.

3 1 1
z(t) = §+Clt+02 zatem z(1) = §+Cl-1+02 = 1skad C, = -5

Zatem rozwiazanie powyzszego problemu z warunkami poczatkowymi ma postac:
t3 1
x(t)= - +t— <.
(t) =3 3
Najwazniejsze rownanie rozniczkowe
Za najwazniejsze rownanie rézniczkowe jest uwazane réwnanie postaci:
y=ay (2)
Stownie réwnanie to mozna wypowiedzie¢ nastepujaco:
”Szybkos¢ zmian y jest proporcjonalna do y”




W literaturze mozna znalezé to réownanie (2) w innych postaciach (z wykorzystaniem
innych notacji pochodnych):

Wiszystkie powyzsze rownania sg tym samym zwiazkiem miedzy funkcja y a jej pochodna.

Rozwiazaniem réwnania (2) jest funkcja:
y(t) = Ce™ gdzie C jest dowolng staly rzeczywista.
Latwo to sprawdzi¢ przez podstawienie rozwiazania do lewej i prawej strony réwnania (2).

Poniewaz w rozwiagzaniu réwnania (2) wystepuje funkcja wykladnicza, to réwnanie (2)
jest nazywane réwnaniem wzrostu wyktadniczego (lub spadku wyktadniczego). Sala a
jest nazywana wspoétczynnikiem wzrostu (lub spadku) wyktadniczego.

Inne podstawowe przyktady rownan rézniczkowych
Podane zostana podstawowe przyktady zaczerpniete z matematyki i innych dziedzin. Z
wyjatkiem przyktadu 5 nie beda podane rozwiazania.

Przyktad 5 (z rachunku catkowego)

Znalez¢ funkcje y(x) spelniajace rownanie rézniczkowe d—y = 2x.
x

Rozwiazanie
Polega na znalezieniu funkcji pierwotnej dla 2z. Funkcjg ta jest kazda funkja postaci
y(z) = 22 + C (rozwiazanie ogdlne)

Wykres krzywych catkowych (czyli wykresy funkeji y(z) = 2% + C dla réznych C' € R)

Rys. 1.



